
Appendix

2次遅れフィードバック系の位相余裕と
ダンピング・ファクタζとステップ応答の関係

アナログ・デバイセズ株式会社

1 この記事の目的
図 1のような 2次遅れの伝達系を考える。ADCはOPアンプのDCゲイン、βは帰還回路の
帰還率である。この系全体のゲインが 1になる角周波数 ωT（以下にも示すが「T1で正規化さ
れた」かたちで）のときの位相遅れ φT を定義し、系を閉じて（InとOutを接続して）負帰還
閉ループとする。
このとき位相遅れ φT から、位相余裕 φPM を φPM = π − φT として求めることができる。ま
た本稿のように計算していくことで、ダンピング・ファクタ ζとの関係も得ることができる。
ダンピング・ファクタ ζが分かれば、位相余裕 φPM ごとの系の時間応答（オーバーシュートの
ようす）がどうなるかを検討することができる。

2 2次遅れの伝達系のオープンループゲイン（一巡伝達関数）
図 1の 2次系における、それぞれの時定数を

T1 = R1C1, T2 = R2C2 (1)

とする。図 1のオープンループゲイン（一巡伝達関数）HOL(s)は

HOL(s) =
1

1 + sT1

· ADC · 1

1 + sT2

· β (2)

図 1: 考えていく一巡伝達系。InとOutを閉じて帰還系とする。T1と T2はバッファで分離さ
れており、相互に影響が無い
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になる。ここでOPアンプの系として考えれば、ADCはOPアンプのDCゲイン、T1はOPア
ンプ内部のポール（一般的に 1Hz以下となる低い周波数の長い時定数）、T2はOPアンプ外で
形成される位相遅れ（高い周波数の短い時定数）、また βは（非反転増幅と考えれば）帰還量

β =
Ra

Rb + Ra

(3)

となるので、この βは非反転増幅の増幅率 ACLの逆数に相当する（ADC = ∞と仮定したと
き）。つまり

ACL =
Rb + Ra

Ra

=
1

β
(4)

3 2次系での位相遅れ量φのときの角周波数ωを求める
式 (2)のオープンループゲインの周波数特性に関係する部分（振幅と位相の変化成分）を取
り出してみる。

H(s) =
1

1 + sT1

· 1

1 + sT2

(5)

定常状態のみを扱うので、この式を s = jωとしてしまう。つづいて図 1の R1, C1 で形成さ
れるOPアンプ内部のポール T1を T1 = 1[sec]として正規化し、T1と T2との比をスタガ比 k,
T2 = T1/k（ただし k > 1）と定義する。こうすると

H(ω) =
1

1 + jω
· 1

1 + jω/k
(6)

この式から T1と T2の遅延要素から形成される、T1で正規化された「任意の角周波数ωでの位
相遅れ φ(ω, k)」を（ωと kの関数として）求めることができる。

3.1 任意の正規化された角周波数ωとスタガ比kから位相遅れ量φを計算する
式 (6)では T2 = T1/kであり、さらに T1 = 1と正規化していることから、T2 = 1/kとなり、

φ(ω, k) = − tan−1(ωT1) − tan−1(ωT2) = − tan−1(ω) − tan−1(ω/k) (7)

となる。なお

φ1(ω) = − tan−1(ω), φ2(ω, k) = − tan−1(ω/k),

φ(ω, k) = φ1(ω) + φ2(ω, k) = − tan−1(ω) − tan−1(ω/k) (8)

とも書ける。ここで

tan−1(x) ± tan−1(y) = − tan−1 x ± y

1 ∓ xy
(9)

という公式を用いて

φ(ω, k) = − tan−1(ω) − tan−1(ω/k) = − tan−1 kω + ω

k − ω2
= − tan−1

(
k + 1

k − ω2

)
ω (10)
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と変形する。なお φ(ω, k)の大きさは（遅れ系なので）マイナスであり、あらたに「遅れ量」だ
として、φ(ω, k) = −φ(ω, k)とすればマイナスが消え、さらに変形させると

tan φ(ω, k) =

(
k + 1

k − ω2

)
ω (11)

これから φ(ω, k)は（式 (10)のとおり）

φ(ω, k) = tan−1

(
k + 1

k − ω2

)
ω (12)

となり、これで任意の角周波数 ωでの位相遅れ量 φ(ω, k)を求めることができる。

3.2 こんどは逆に目的の位相遅れ量 φとスタガ比 kが与えられたときの正規

化された角周波数ωを逆算する
これまでの式から、スタガ比 kと T1で正規化された角周波数 ωが与えられれば、そのとき
の位相遅れ量 φ(k, ω)が得られることが分かった。
この式を変形していけば、スタガ比 kと希望する位相遅れ量 φが与えられたとき、角周波数

ω(k, φ)を求めることができる。式 (11)から角周波数 ωについて解くと、

tan φ(k − ω2) = (k + 1)ω

k tan φ − ω2 tan φ − (k + 1)ω = 0

ω2 +
(k + 1)ω

tan φ
− k = 0

解の公式で、

ω(k, φ) =

−k + 1

tan φ
±

√(
k + 1

tan φ

)2

+ 4k

2
(13)

これがOPアンプ内部のポールを T1 = 1[sec]で正規化し、スタガ比 k、希望する位相遅れ量 φ
が与えられたときの、その遅れ量φが得られる角周波数ωになる。なお±になっているが、マ
イナス側は ωが負になるので、これは使用しない。

3.3 これで位相が φになる正規化された角周波数ωが決まり、目的の計算の

基礎が出来た
ここまで

� 角周波数 ωのときの 2次遅れ系の位相遅れ量を φとして式を立てた
� T1は T1 = 1[sec]と正規化し（これにより ωも正規化される）、
� スタガ比 kにより、T2 = T1/kという関係を決め、それから φについて解くと、
� スタガ比 kと T1で正規化された任意の角周波数 ωにおける位相遅れ量 φを計算できた。
� さらに ωについて解くと、希望する位相遅れ量 φが与えられたときの T1で正規化された
角周波数 ωを求めることが出来た。
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3.4 これからループの切れる角周波数ωT と位相φT の関係が得られる
上記から、

� ADCβH(ω) = 1になるときの位相余裕を φPM とすれば、
� 位相余裕 φPM と全体の位相遅れ φT との関係は、φPM = π − φT となる。
� 希望する位相余裕 φPM を決め、そのときの位相遅れ量 φT から、
� 式 (13)で角周波数 ω(k, φT )を求めることができ、スタガ比を kとすることで、
� 位相遅れが φT になるときの T1で正規化された�の角周波数 ωT を求めることができる。

4 φPM と ωT から「後付け」でオープンループゲインADCβを設定すれば、

ダンピング・ファクタが計算できる！
もともとやりたいことは、ループの切れる角周波数（ADCβH(ωT ) = 1）の位相余裕からオー
バーシュートのようすを求めることである。ここまでで位相余裕を φPM とスタガ比 kを与え
れば、（T1で正規化された）角周波数 ωT を得られることは分かった。
しかしこれからダインピング・ファクタ ζと関連づけるためには、以降のダインピング・ファ
クタを定義する、式 (17)にある「オープンループDCゲインADCβ」との関係を見つけなけれ
ばならない。もともとオープンループDCゲインADCβ = const であるから、ここまでの関係
からADCβを得ることができる。
求めたいものが位相余裕 φPM とループの切れる角周波数 ωT とダインピング・ファクタ ζと
の関係だったので、ADCβが幾つであっても問題なく、結果としてつじつまが合うように（φPM

と ωT を決めてから）後にADCβが得られるようにしておけばよい。まず、

|ADCβH(ωT )| = ADCβ cos φ1 × cos φ2 = ADCβ

√
1

1 + ω2
T

√
1

1 + (ωT /k)2
= 1 (14)

になればいいわけであり、

ADCβ =
√

(1 + ω2
T )[1 + (ωT /k)2] (15)

を満たすADCβとして設定すればよいことになる。これで以降に示す「ダインピング・ファク
タ ζ」を計算するのに必要な、全てのパラメータ間の関係を求めることができた。

5 負帰還構成でダインピング・ファクタ ζの計算をしてみる
系を閉じたときの位相余裕 φPM から、その（T1で正規化された、オープンループゲインが

1になる）角周波数 ωT での位相遅れ φT (φT = π − φPM)を計算し、これからダンピング・ファ
クタ ζを求める。

5.1 閉ループ伝達関数とダンピング・ファクタ ζ
2次遅れフィードバック系のオープンループゲインは式 (2)のとおり、

HOL(s) = ADCβ
1

1 + sT1

· 1

1 + sT2
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である。途中は割愛するが、

ωn =

√
1 + ADCβ

T1T2

(16)

ζ =
T1 + T2

2
√

(1 + ADCβ)T1T2

(17)

とおくと、このオープンループゲインHOL(s)のループを閉じたときの閉ループ伝達関数HCL(s)
は

HCL(s) =
ADC

1 + ADCβ
· ω2

n

s2 + 2ζωns + ω2
n

(18)

この式の 2次系の安定度を表すものが式 (17)で定義したダンピング・ファクタ ζであり、この
ζにより、波形のオーバーシュートのようすが決定する。

5.2 位相遅れφT におけるダンピング・ファクタ ζを求める
これまで得られたパラメータを式 (17)に代入し、ダンピング・ファクタ ζを得れば目的達成
となるわけである。
式 (17)の ζにここまでの計算結果を代入してみると、

ζ(k, ωT ) =
1

2
√

1 +
√

(1 + ω2
T )[1 + (ωT /k)2]

(
√

k +

√
1

k

)
(19)

となる。ζ(k, ωT )であり kと ωT の関数になっていることがわかる。つまり kと ωT が分かれば
ζが求まることになる。なおωT はADCβH(ω) = 1になる、T1で正規化された角周波数であり、
式 (13)で ω = ωT , φ = φT とおき、φPM = π − φT であることから

ωT =

− k + 1

tan φT

±

√(
k + 1

tan φT

)2

+ 4k

2
(20)

となる。ということで、ωT と ωnとは別ものなので注意ねがいたい。

5.3 一応ωnとの関係を計算してみる
一応、この式 (18)を逆ラプラス変換（部分分数分解して etの形にして、時間応答を求める）
すると考えて、極を計算してみると、これも解の公式から、

s =
−2ζωn ±

√
(2ζωn)2 − 4ω2

n

2

=

(
−2ζ ±

√
(2ζ)2 − 4

2

)
ωn (21)

で ωnでくくれるので、結局は ωn = 1のときだけを考えておけばよく（実際の回路では ωnで
スケーリングすればよい）、ζだけを考えれば良いことがわかる。
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図 2: スタガ比 k（横軸）と ξ（縦軸）の変化のようす。上は位相余裕 60°、下は 30°。横軸
は見えづらいが左から k = 101、一番右が k = 104

6 スタガ比 kがダンピング・ファクタ ζに与える影響度
ここまでで目出度く式 (19)と式 (20)を用いれば、スタガ比 kと位相余裕 φPM とで、ダンピ
ング・ファクタ ζを求めることができた。一方で、スタガ比 kがダンピング・ファクタ ζに与
える影響度は勘案しておく必要がある。とは言っても、図 2のように、kを変えていっても k
が 100以上で十分大きければ、ほとんど ζは変化が無いことも分かる。

7 得られたダンピング・ファクタ ζからオーバーシュートの様子を計算する
ここまでの過程により、OPアンプ内部のポールを T1 = 1[sec]で正規化し、2次位相遅れ系
の位相余裕を φPM、スタガ比を kとすれば、その条件で成立するOPアンプのDCゲインADC

と帰還量 βを掛けた一巡のDCゲインADCβが求まり、これらによりダンピング・ファクタ ζ
が計算できることになる。

2次遅れ系では、ステップ応答R(t)が（インパルス応答も）ζにより波形表現が異なってく
る。一つ一つについて式として示しておきたい。
なお、本来は上記の式 (17)に挙げた変数 ωnもあるが、以降では簡単化のために（ステップ
応答のピーク電圧だけを考えており、時間軸は特に関係が無いので）ωn = 1としてある。
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7.1 ζ < 1の場合
この場合がオーバーシュートが出る波形になる。この場合だけがこの記事で重要な項目であ
るため、このケースのみを考えていけばよい。

R(t) = 1 − exp(−ζωnt)√
1 − ζ2

sin
(√

1 − ζ2ωnt + φ
)

ただし φ = tan−1

√
1 − ζ2

ζ
(22)

7.2 ζ = 1の場合
この場合はオーバーシュートが出る限界の波形になる。

R(t) = 1 − (1 + ωnt) exp(−ωnt) (23)

7.3 ζ > 1の場合
この場合はオーバーシュートは出ない。

R(t) = 1 − exp(−ζωnt)

[
cosh

(√
ζ2 − 1ωnt

)
+

ζ√
ζ2 − 1

sinh
√

ζ2 − 1ωnt

]
(24)

7.4 ωnも計算してみる
式 (16)から計算されるωnも紹介しておく。実際はωn = 1としてしまっているので、ここは
本稿に対して影響は与えない

ωn =

√
1 + ADCβ

T1T2

=
√

k(1 + ADCβ) =

√
k

(
1 +

√
(1 + ω2

T )[1 + (ωT /k)2]

)
(25)

8 MATLABのプログラム例
k = 100 % stagger ratio

phideg = 140 % phase margine is 180 - phideg

phi = pi * phideg / 180;

omega = 0.5 * ((-1 * (k + 1)/tan(phi)) + sqrt(((k + 1)/( tan(phi)))^2 + 4 * k))

Abeta = sqrt((1 + omega^2)*(1 + (omega/k)^2))

zeta = 0.5/(sqrt(1 + sqrt((1 + omega^2)*(1 + (omega/k)^2))))*(sqrt(k) + sqrt(1/k))

t = linspace(0,10, 1000);

phi = atan(sqrt(1 - zeta^2)/zeta);

rt1 = exp(-1 * zeta * t)/sqrt(1 - zeta^2);
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rt2 = sin(sqrt(1 - zeta^2) .* t + phi);

rt = 1 - rt1 .* rt2;

plot(t, rt)

set(gca, ’ytick’, [0:0.1:2])

grid on

以下にこのプログラムの実行結果を示す。
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図 3: 上記のプログラムで書いた（複数重ね書きした）ステップ応答波形。上から位相余裕 20

°, 40°, 60°, 80°
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